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SUPPORTS UNIPOTENTS DE FAISCEAUX CARACTÈRES
PRAMOD N. ACHAR ET ANNE-MARIE AUBERT
Résumé. Soit G un groupe algébrique rédutif sur la lture algébrique d'un
orps ni Fq et déni sur e dernier. L'existene du support unipotent d'un
aratère irrédutible du groupe ni G(Fq), ou d'un faiseau aratère de G, a
été établie dans diérents as par Lusztig, Gek et Malle, et le seond auteur.
Dans et artile, nous démontrons que toute lasse unipotente sur laquelle
la restrition du faiseau aratère ou du aratère donné est non nulle est
ontenue l'adhérene de Zariski de son support unipotent. Pour établir e ré-
sultat, nous étudions ertaines représentations des groupes de Weyl, dites bien
supportées.
1. Introdution
Soit F¯q la lture algébrique d'un orps ni Fq, et soit p sa aratéristique. Soit G
un groupe algébrique rédutif sur F¯q qui est déni sur Fq, et soit F l'endomorphisme
de Frobenius assoié à la struture Fq-rationnelle de G. Étant donné un aratère
irrédutible ρ de GF , Lusztig a posé en 1980 le problème de lui assoier une lasse
unipotente F -stable O de G telle que la restrition de ρ à OF soit non nulle, et telle
que la dimension de O soit maximale parmi les lasses unipotentes possédant ette
propriété. Une telle lasse est appelée le support unipotent du aratère. Lusztig a
résolu lui-même e problème en 1992 [21℄, sous l'hypothèse que p est susamment
grand. Dans le même artile, il a aussi établi un résultat onernant le support
unipotent des faiseaux aratères. Gek et Malle ont réussi à enlever l'hypothèse sur
p dans le as d'une notion légèrement diérente de support unipotent de aratère
[10℄, [13℄. Quant aux faiseaux aratères, le seond auteur a étendu le résultat de
Lusztig au as où la aratéristique est bonne [3℄, en utilisant la même approhe
que dans [18℄.
Le but du présent artile est de raner la desription de l'ensemble des lasses
unipotentes sur lesquelle la restrition d'un aratère ou d'un faiseau aratère est
non nulle, par une étude détaillée des représentations induites des groupes de Weyl.
Si O est une lasse unipotente de G, soit A(O) le groupe des omposantes du en-
tralisateur d'un élément de O. SoitW le groupe de Weyl de G, et soitNG l'ensemble
des ouples (O, π) où O est une lasse unipotente et π est une représentation irré-
dutible du groupe A(O). Rappelons que la orrespondane de Springer assoie à
toute représentation irrédutible de W un élément de NG. Cette appliation, notée
ν : Irr(W )→ NG, est injetive. À la setion 2, nous introduisons le onept d'être
(spéialement) bien supporté : une représentation de W est dite (spéialement)
bien supportée si les éléments de NG orrespondant à ses omposantes irrédutibles
vérient ertaines onditions. Le fait qui rend e onept utile est le Théorème 3.4,
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qui arme qu'une représentation induite d'une représentation spéialement bien
supportée est bien supportée. La plus grande partie de la preuve de et énoné est
ahevée à la setion 2, quoique ertains aluls pour les groupes lassiques soient
reportés à la setion 3.
La setion 4 traite des liens entre les développements des deux setions préé-
dentes et l'ordre partiel introduit par le premier auteur en [1℄ sur les lasses de
onjugaison du quotient de Lusztig assoié à une lasse unipotente. Aux setions 5
6 sont établis les résultats prinipaux de l'artile. Ces énonés arment que toute
lasse unipotente sur laquelle la restrition d'un faiseau aratère ou d'un ara-
tère irrédutible, respetivement, est non nulle est ontenue dans l'adhérene de
Zariski du support unipotent de elui-i. La version qui traite des aratères étend
un résultat établi par Gek et Malle pour les aratères unipotents.
Nous notons le normalisateur (resp. le entralisateur) d'un sous-groupe H dans
un groupe G par NG(H) (resp. CG(H)). Le entre de G est noté Z(G). Si K est un
groupe ni, Irr(K) désignera l'ensemble des lasses d'isomorphismes de représenta-
tions irrédutibles de K, et Cl(K) l'ensemble des lasses de onjugaison de K.
Nous aimerions remerier F. Lübek et K. MGerty pour des onversations utiles.
2. Rappels sur les lasses unipotentes et les groupes de Weyl
Dans ette setion, nous allons rappeler ertains onepts lés qui nous seront
utiles dans la suite. Le premier paragraphe traite les degrés générique et fantme
d'une représentation de W et puis introduit le quotient de Lusztig de A(O). Au
deuxième paragraphe nous révisons la relation entre les ellules bilatères de W et
les pièes spéiales de la variété unipotente. Le dernier paragraphe est onsaré à
l'étude de plusieurs sortes d'indution. On ne prétend pas d'avoir traité es thèmes
d'une manière approfondie : nous nous ontentons ii de simplement donner une
brève liste des faits dont nous aurons besoin plus tard.
2.1. Le quotient de Lusztig. À toute représentation d'un groupe de Weyl sont
assoiés deux polynmes d'une variable q, le degré générique et le degré fantme.
Le degré générique donne la dimension de la représentation unipotente orrespon-
dante du groupe de Chevalley ni G(Fq), tandis que le degré fantme est tel que
le oeient de qi donne la multipliité de la représentation donnée dans la i-ème
puissane symétrique de la représentation réexion (pour les groupes de type A, les
deux sont égaux).
Nous dénissons maintenant deux entiers qui sont assoiés à une représentation
de W quelonque. La a-valeur d'une représentation est l'entier i le plus petit tel
que le oeient de qi soit non zéro dans le degré fantme. La a˜-valeur est la même
quantité à l'égard du degré générique. (Nous suivons ii les notations de Carter [7℄ ;
ailleurs dans la littérature, es entiers sont appelés la b-valeur et la a-valeur, respe-
tivement). D'après Lusztig, une représentation est dite spéiale si sa a-valeur et sa
a˜-valeur sont égales. Les lasses unipotentes spéiales sont les lasses O telles que
(O, 1) orrespond à une représentation spéiale via la orrespondane de Springer.
Pour toute lasse unipotente O, nous dirons que ν−1(O, 1) est la représentation de
Springer de O.
Le quotient de Lusztig de A(O), noté A¯(O), est déni en termes des a-valeurs
et des a˜-valeurs. Pour une lasse O donnée, nous onsidérons toutes les représen-
tations de W qui orrespondent à des ouples (O, π). En partiulier, soit E0 la
représentation de W assoiée à (O, 1). Soit K ⊂ A(O) l'intersetion des noyaux des
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représentations π telles que (O, π) = ν(E) où E est une représentation deW dont la
a˜-valeur est égale à elle de E0. Le quotient de Lusztig est le quotient de A(O) par
K (à l'origine, Lusztig t ette dénition seulement pour les lasses spéiales, mais
Sommers remarqua qu'elle est également valable pour les lasses non spéiales).
2.2. Cellules bilatères. Rappelons maintenant quelques faits sur les ellules bi-
latères. Il s'agit de ertains sous-ensembles de l'ensemble des éléments deW , dénis
via l'ation de W sur son algèbre de Heke. Les éléments d'une ellule bilatère or-
respondent à une base pour un module (non irrédutible, en général) de W , et on
peut don parler d'une représentation qui apparaît dans une ellule bilatère. En
fait toute représentation de W apparaît dans une unique ellule bilatère et haque
ellule bilatère ontient une unique représentation spéiale.
Lusztig a trouvé une relation intéressante entre les ellules bilatères et les représen-
tations de Springer, fondée sur la notion de pièe spéiale. Une pièe spéiale est la
réunion d'une lasse unipotente spéiale et toutes les lasses unipotentes dans son
adhérene de Zariski qui n'appartiennent à l'adhérene de Zariski d'auune lasse
spéiale plus petite. Don une pièe spéiale ontient une lasse spéiale et un er-
tain nombre (éventuellement nul) de lasses non spéiales. Spaltenstein a montré
que toute lasse unipotente appartient à une unique pièe spéiale, et don que
les pièes spéiales onstituent une partition de la variété unipotente. Le théorème
suivant, qui relie les pièes spéiales aux ellules bilatères, est un orollaire immédiat
d'un résultat de Lusztig [23, Theorem 0.2℄.
Théorème 2.1. Soient O1 et O2 deux lasses unipotentes, et soient E1 et E2 leurs
représentations de Springer respetives. O1 et O2 appartiennent à la même pièe
spéiale si et seulement si E1 et E2 appartiennent à la même ellule bilatère.
Si l'une des représentations Ei orrespond à un ouple (Oi, πi) ∈ NG ave πi
non triviale, l'analogue de l'énoné i-dessus n'est pas vrai : il est possible, dans e
as, que O1 et O2 n'appartiennent pas à la même pièe spéiale. Néanmoins, Gek
et Malle ont obtenu le résultat suivant dans e ontexte.
Proposition 2.2 ([13, Proposition 2.2℄). Soit E une représentation spéiale de W
qui orrespond à la lasse O. Si E1 est une représentation irrédutible dans la ellule
bilatère de E, alors E1 est assoiée par la orrespondane de Springer à un ouple
(O1, π1) tel que O1 ≤ O.
2.3. Familles de Lusztig. Lusztig a déni une partition de Irr(W ) en familles
de la manière suivante. Si W = {1}, il y a une famille unique, onstituée par
la représentation triviale de W . Supposons maintenant que W possède au moins
deux éléments et que les familles ont déjà été dénies pour tous les sous-groupes
paraboliques standard propres deW . On dit alors deux représentations irrédutibles
E et E′ de W appartiennent à la même famille s'il existe une suite E = E0,
E1, . . ., Er = E
′
de représentations irrédutibles de W , telles que, pour haque i
(0 ≤ i ≤ r − 1), il existe un sous-groupe parabolique propre standard Wi de W et
des représentations irrédutibles M ′i , M
′′
i de Wi, appartenant à une même famille
de Wi, telles que{
〈M ′i , Ei−1〉Wi 6= 0, a˜M ′i = a˜Ei−1 ,
〈M ′′i , Ei〉Wi 6= 0, a˜M ′′i = a˜Ei
ou
{
〈M ′i , Ei−1 ⊗ ε〉Wi 6= 0, a˜M ′i = a˜Ei−1⊗ε,
〈M ′′i , Ei ⊗ ε〉Wi 6= 0, a˜M ′′i = a˜Ei⊗ε,
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où ε est la représentations signe du groupeW . La fontion a˜ est onstante sur haque
famille. Barbash et Vogan ont montré que deux représentations irrédutibles de
W appartiennent à une même famille si et seulement si elles apparaissent dans
une même ellule bilatère, [5, Theorem 2.29℄ (voir aussi [4℄). Nous dirons que ette
ellule et ette famille se orrespondent. Une ellule bilatère sera dite uspidale si
la famille qui lui orrespond est uspidale au sens de [16, (8.1)℄.
2.4. Indution. Pour l'étude des supports des faiseaux aratères, nous voudri-
ons onnaître des propriétés des représentations deW induites d'une ertaine lasse
de sous-groupes de W . Il est ommode d'introduire en même temps une ertaine
lasse analogue de sous-groupes de G. Dans la terminologie introduite par Sommers,
un sous-groupe de G est appelé un pseudo sous-groupe de Levi s'il est le entral-
isateur d'un élément semi-simple. Un sous-groupe de W qui est le groupe de Weyl
d'un pseudo sous-groupe de Levi sera appelé un pseudo sous-groupe parabolique.
Une autre desription est obtenue omme suit. Supposons hoisi un ensemble Π de
raines positives simples. Soit Π0 = Π∪{α0}, où α0 est le négatif de la raine la plus
haute. Rappelons qu'un sous-groupe de G (resp. de W ) est un sous-groupe de Levi
(resp. parabolique) s'il orrespond à un sous-système de raines engendré par un
sous-ensemble de Π. Un sous-groupe de G (resp. de W ) est un pseudo sous-groupe
de Levi (resp. pseudo sous-groupe parabolique) s'il orrespond à un sous-système
de raines engendré par un sous-ensemble propre de Π0.
Une lasse de sous-groupes de W qui nous sera très importante est elle fournie
par l'ensemble des pseudo sous-groupes de Levi du groupe dual G∗ de G. Puisque
le groupe de Weyl de G et elui de G∗ sont anoniquement isomorphes, nous pou-
vons onsidérer les pseudo sous-groupes paraboliques du groupe de Weyl de G∗
omme sous-groupes de W lui-même. Par abus de langage, nous appelerons de tels
sous-groupes de W pseudo sous-groupes paraboliques du dual de W . De plus, la
orrespondane entre les sous-groupes de Levi de G et eux de G∗ montre que tout
sous-groupe parabolique de W est aussi un pseudo sous-groupe parabolique de son
dual.
SiW ′ est un pseudo sous-groupe parabolique du dual deW et E est une représen-
tation irrédutible de W ′, il y a deux sous-modules de IndWW ′ E auxquels il faut
prêter attention. Notons jWW ′E la somme des omposantes irrédutibles de Ind
W
W ′ E
qui ont la même a-valeur que E. La somme de eux qui ont la même a˜-valeur que
E sera notée JWW ′E. Sous ertaines hypothèses, qui sont toujours satisfaites si, par
exemple, E est spéiale, le module jWW ′E est lui aussi irrédutible. Plus préisé-
ment, si E est spéiale, e module, appelé l'indution tronquée de E, est toujours
une représentation de Springer d'une ertaine lasse unipotente. De plus, si W ′ est
un sous-groupe parabolique, alors l'indution tronquée de E est aussi spéiale.
L'indution pour les représentations des groupes de Weyl est intimement liée
à ertains autres types d'indution. L'indution pour les lasses unipotentes est
préisément l'indution tronquée des représentations de Springer orrespondantes.
De surroît, pour une ellule bilatère d'un pseudo sous-groupe parabolique du dual
donnée, on peut onsidérer la ellule qui ontient la j-indution de son unique
représentation spéiale. Appelons ette ellule la ellule induite de la première.
(Cette terminologie est en aord ave la théorie d'indution plus sophistiquée in-
troduite par Xi dans [30℄). La représentation JWW ′E est telle que toutes ses om-
posantes irrédutibles appartiennent à une unique ellule bilatère, qui est la ellule
induite de elle à laquelle appartient E.
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L'ensemble des ellules bilatères est muni d'un ordre partiel naturel provenant de
leur dénition en termes de l'ation de W sur son algèbre de Heke. D'autre part,
et ensemble est en bijetion ave l'ensemble des lasses unipotentes spéiales, qui
hérite un ordre partiel de l'ensemble de toutes les lasses unipotentes. Barbash
et Vogan ont démontré que es deux ordres oïnident [6, Proposition 3.23℄. Cette
équivalene permet de voir que l'indution des ellules bilatères est une applia-
tion roissante, en la omparant ave l'indution des lasses unipotentes. D'après
Spaltenstein, ette dernière opération est roissante. Soient O1 et O2 deux lasses
induites telles que O1 ≤ O2, et soient O′1 et O
′
2 les lasses spéiales dans leurs pièes
spéiales respetives. Pour voir que l'indution des ellules est roissante, il faut dé-
montrer que O′1 ≤ O
′
2, laquelle inégalité est impliquée par ertaines propriétés de
l'appliation de dualité d de Spaltenstein. Cette appliation est déroissante, don
d2(O1) ≤ d
2(O2). De plus, d
2(O) est toujours la plus petite lasse unipotente spé-
iale dont l'adhérene de Zariski ontient O. Autrement dit, d2(O) est l'unique
lasse spéiale dans la pièe spéiale de O. On déduit que O′1 ≤ O
′
2.
3. Représentations bien supportées
Via la orrespondane de Springer, nous pouvons introduire la notion de support
d'une représentation de W . Soit E une représentation de W . Si E irrédutible et
ν(E) = (O, π), le support de E est la lasse unipotente O. Si E n'est pas irré-
dutible, son support est la réunion des supports de ses omposantes irrédutibles.
Les résultats de ette setion sont fondés sur la notion suivante.
Dénition 3.1. Une représentation E de W est dite bien supportée si son support
suppE vérie les deux onditions suivantes :
(1) Il existe une unique lasse unipotente O0 telle que la représentation de
Springer E0 de O0 intervienne dans E, et O0 ⊂ suppE ⊂ O0.
(2) Tous les termes de E appartiennent à des ellules bilatères c′ qui satisfont
c
′ ≤ c0, où c0 désigne la ellule qui ontient E0.
De plus, E est dite spéialement bien supportée si la lasse O0 est spéiale.
Une onséquene partiulière de ette dénition sera importante dans la suite.
Pour le lemme suivant, nous onservons les notations de la dénition préédente.
Lemme 3.2. Soit E1 une omposante irrédutible de E, et supposons que ν(E) =
(O, π). Si O appartient à la pièe spéiale de O0, alors π est dénie sur A¯(O).
Démonstration. Grâe à la ondition (2), nous savons que ν−1(O, π) doit appartenir
à c0, ar selon la Proposition 2.2, les représentations dans une ellule plus petite ne
peuvent pas être assoiées à une lasse dans la pièe spéiale de O0. Par onséquent,
la a˜-valeur de ν−1(O, π) est égale à elle de E0. Le Théorème 2.1 nous dit que ette
dernière est égale à la a˜-valeur de la représentation de Springer de O. On déduit
que le noyau K de l'appliation A(O) → A¯(O) est ontenu dans le noyau de π, et
don que π est dénie sur A¯(O). 
La proposition suivante relie le support d'une représentation induite et les ordres
partiels sur les lasses et sur les ellules.
Proposition 3.3. Soit L∗ un pseudo sous-groupe de Levi de G∗, et soit W ′ son
groupe de Weyl. Soit E1 une représentation irrédutible de W
′
qui appartient à une
ellule bilatère c1 orrespondant à la lasse unipotente spéiale O1. Soit c et O les
induites de c1 et O1, respetivement, et soit E = Ind
W
W ′ E1. Alors :
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(1) suppE ⊂ O.
(2) Toute omposante irrédutible de E appartient à une ellule bilatère c′ telle
que c
′ ≤ c.
La plupart de ette setion est onsarée à la preuve de ette proposition. Nous
l'établirons pour les groupes lassiques par des méthodes ombinatoires, et pour
les groupes exeptionnels par des aluls expliites. Avant de ommener e projet,
ependant, nous verrons la onséquene la plus importante de ette proposition.
Théorème 3.4. Soit L∗ un pseudo sous-groupe de Levi de G∗, et soit W ′ le groupe
de Weyl de L∗. Soit E1 une représentation de W
′
, et soit E = IndWW ′ E1. Si E1 est
spéialement bien supportée, alors E est bien supportée. De plus, lorsque L∗ est un
sous-groupe de Levi, la représentation E est spéialement bien supportée.
Il est à noter que E1 n'est pas supposée irrédutible.
Démonstration. Soit O1 une lasse maximale dans le support de E1, et soit O0 la
lasse induite de O1. La Proposition 3.3 nous dit que suppE ⊂ O0. De plus, puisque
la représentation de Springer de O1 intervient dans E1, elle de O0 intervient dans
E, et par onséquent O0 ⊂ suppE. La ondition (1) d'être bien supportée est don
satisfaite.
Soit c1 la ellule bilatère qui orrespond à O1, et soit c0 sa ellule induite dans
W . L'énoné (2) de la Proposition 3.3, ombiné ave le fait que l'indution des
ellules bilatères respete l'ordre partiel, implique la ondition 2.
La représentation E est don bien supportée. Si L est un sous-groupe de Levi,
nous savons que la lasse induite O0 est spéiale, et don sous ette hypothèse E
est spéialement bien supportée. 
Considérons maintenant les aspets d'un groupe lassique qu'il faut omprendre
pour prouver la Proposition 3.3. Nous employerons ertains objets ombinatoires
introduits par Lusztig pour paramétrer les représentations de W et les éléments
de NG. Il s'agit des symboles [15℄ et des u-symboles [17℄, respetivement. Pour
l'instant, nous restreignons notre attention aux u-symboles qui orrespondent aux
éléments de NG apparaissant dans la orrespondane de Springer (non généralisée) :
e sont les u-symboles de défaut ≤ 1. Les symboles et les u-symboles de défaut
≤ 1 sont ertaines paires de listes d'entiers, de la forme(
a1 a2 · · · am+1
b1 · · · bm
)
types B et C
ou
(
a1 a2 · · · am
b1 b2 · · · bm
)
type D
où a1 < a2 < · · · < am+1, et b1 < · · · < bm. Deux symboles ou u-symboles dans
lequels les mêmes entiers ont lieu ave les mêmes multipliités sont dits similaires.
Un symbole ou un u-symbole est dit distingué si
a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ am ≤ bm ≤ am+1.
Il est évident que toute lasse de similitude ontient un unique élément distingué. Un
symbole orrespond à une représentation spéiale si et seulement s'il est distingué.
Un u-symbole orrespond à un ouple (O, 1) si et seulement s'il est distingué.
Appelons le nombre m la longueur du symbole ou du u-symbole. Il y a une
relation d'équivalene qui permet, pour tout symbole ou u-symbole de longueur m,
de trouver un symbole ou u-symbole équivalent de longueur m+ 1.
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Dans le type Bn, soit N = 2n + 1 ; dans Cn ou Dn, soit N = 2n. Les lasses
unipotentes sont ainsi en orrespondane ave un ertain sous-ensemble de l'ensem-
ble des partitions de N . Si λ = (λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk) est une partition de N , soit
σi(λ) la somme des i plus grandes parties de λ : 'est-à-dire,
σi(λ) =
k∑
j=k−i+1
λj .
Dans l'ordre partiel usuel sur les partitions, on dit que λ ≤ λ′ si σi(λ) ≤ σi(λ
′)
pour tout i. Si λ = (λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk) et λ′ = (λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk) sont des
partitions de n et n′ respetivement, nous noterons λ ∨ λ′ la partition de n + n′
dénie par (λ ∨ λ′)i = λi + λ′i. Nous dirons que λ ∨ λ
′
est la partion jointe de λ et
λ′.
Nous dérivons maintenant le proessus pour obtenir un symbole ou un u-
symbole à partir d'une partition de N . Le nombre de parties de λ est pair dans le
type D et impair dans le type B. Supposons e nombre pair dans le type C, quitte
à ajouter une partie égale à 0 si néessaire. Soit m tel que le nombre de parties de
λ est 2m (types C et D) ou 2m + 1 (type B), et soit λ¯ la partition dénie par la
formule λ¯i = λi +(i− 1) : 'est une partition de N +m(2m− 1) (types C et D) ou
N +m(2m+ 1) (type B).
Soit η∗ = (η∗1 < · · · < η
∗
m) la liste des parties paires de λ¯ (on peut montrer par
réurrene que η∗ doit avoir m parties). Soit ξ∗ la liste des parties impaires de λ¯,
ave un 1 supplémentaire ajouté au début de la liste dans le type C. Dénissions
deux partitions η et ξ telles que 2ηi = η
∗
i et 2ξi + 1 = ξ
∗
i . Alors ξ a m + 1 parties
dans les types B et C, et m parties dans le type D. Soient ξ¯ et η¯ les listes d'entiers
dénies par les formules suivants.
Type B :
(
ξ¯
η¯
)
=
(
ξ1 ξ2 + 1 · · · ξm + (m− 1) ξm+1 +m
η1 η2 + 1 · · · ηm + (m− 1)
)
Type C :
(
ξ¯
η¯
)
=
(
ξ1 ξ2 + 2 · · · ξm +m ξm+1 + (m+ 1)
η1 + 1 η2 + 2 · · · ηm +m
)
Type D :
(
ξ¯
η¯
)
=
(
ξ1 ξ2 + 1 · · · ξm + (m− 1)
η1 η2 + 1 · · · ηm + (m− 1)
)
Si λ est la partition qui orrespond à la lasse unipotente O, alors
(
ξ¯
η¯
)
est le u-
symbole qui orrespond à (O, 1), et
(
ξ
η
)
est le symbole qui orrespond à la représen-
tation du groupe de Weyl assoiée à (O, 1).
Il peut arriver qu'une omparaison de deux symboles ou u-symboles implique une
relation d'ordre entre les lasses unipotentes assoiées. En partiulier, remarquons
que si λ et λ′ sont deux partitions de N orrespondant à deux lasses unipotentes,
alors λ ≤ λ′ si et seulement si λ¯ ≤ λ¯′. De plus, es dernières partitions sont failes à
aluler à partir du symbole orrespondant. Cette observation est utilisée au ours
de la preuve du lemme suivant.
Lemme 3.5. Soient
(
ξ¯
η¯
)
et
(
ξ¯′
η¯′
)
les u-symboles de la même longueur, et soient λ et
λ′ les partitions paramétrant les lasses unipotentes auxquelles ils sont assoiés. Si
ξ¯ ∪ η¯ ≤ ξ¯′ ∪ η¯′, alors λ ≤ λ′, ave égalité si et seulement si
(
ξ¯
η¯
)
=
(
ξ¯′
η¯′
)
.
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Démonstration. Nous pouvons supposer les u-symboles distingués, ar les partitions
ξ¯ ∪ η¯ et ξ¯′ ∪ η¯′ ne dépendent que de la lasse de similitude des u-symboles. Ces u-
symboles proviennent alors de deux symboles
(
ξ
η
)
et
(
ξ′
η′
)
. D'après les ommentaires
i-dessus, il sut d'établir que λ¯ ≤ λ¯′. Supposons que les partitions ξ¯ ∪ η¯ et ξ¯′ ∪ η¯′
ne dièrent qu'en deux parties (pour tout ouple de u-symboles, il est possible de
trouver une suite de u-symboles intermédiaires tels que deux u-symboles onséutifs
ne dièrent jamais en plus de deux parties). On en déduit que les symboles
(
ξ
η
)
et(
ξ′
η′
)
dièrent aussi en deux parties au plus.
Notons les partitions ξ ∪ η et ξ′ ∪ η′ respetivement µ et µ′. Il existe don
deux indies i0 > i1 telles que µi = µ
′
i si i 6= i0, i1, mais µi0 = µ
′
i0
− C et µi1 =
µ′i1+C, où C est un ertain entier stritement positif. Cette desription nous fournit
une desription analogue de la relation entre λ¯ et λ¯′. Soit λ¯′j0 la partie de λ¯
′
qui
orrespond à µ′i0 : 'est-à-dire, ou λ¯
′
j0
= 2µ′i0 +1 ou λ¯
′
j0
= 2µ′i0 , suivant que µ
′
i0
est
membre de ξ′ ou de η′. Soit λ¯′j1 la partie analogue orrespondant à µ
′
i1
(il n'est pas
forément vrai que i0 = j0 ou i1 = j1). Alors λ¯ est la partition obtenue à partir de
λ¯′ en remplaçant λ¯′j0 et λ¯
′
j1
par λ¯′j0 − 2C et λ¯
′
j1
+2C, respetivement. Remarquons,
ependant, que e n'est pas dire que λ¯j0 = λ¯
′
j0
− 2C. Après d'avoir remplaé es
deux parties de λ¯′, il est possible que les parties de elle-i ne soient plus en l'ordre
déroissant. Don il n'est pas tout de suite évident que λ¯ ≤ λ¯′.
Nous savons que µi0 − C ≥ µi1 + C. Si ette inégalité est strite, alors on peut
onlure que λ¯′j0−2C ≥ λ¯
′
j1
−2C. D'autre part, si la première inégalité est en réalité
une égalité, alors il est possible que λ¯′j0 − 2C = λ¯j−1 − 2C − 1, dans le as où µ
′
i0
fait partie de η¯′ et µ′i1 fait partie de ξ¯
′
. Néanmoins, es deux parties, onsidérées
toutes seules omme partitions de λ¯′j0 + λ¯
′
j1
, satisfont toujours
[λ¯′j1 < λ¯
′
j0
] < [λ¯′j1 + 2C, λ¯
′
j0
− 2C]
(l'inégalité est strite pare que C est supposé stritement positif). Toutes les autres
parties de λ¯ et de λ¯′ sont égales, don nous pouvons onlure que λ¯ < λ¯′. 
Lemme 3.6. Soient (α, β) et (α′, β′) deux paires de partitions, vues omme paramé-
trant des représentations de W , telles que α ≤ α′ et β ≤ β′.
(1) Soient (O, π) et (O′, π′) les éléments de NG auxquels elles sont assoiées
par la orrespondane de Springer. Alors O ≤ O′, ave égalité seulement si
α = α′ et β = β′.
(2) Soient O1 et O
′
1 les lasses spéiales auxquelles orrespondent les ellules
bilatères dont (α, β) et (α′, β′) font partie, respetivement. Alors O1 ≤ O′1,
ave égalité seulement si α = α′ et β = β′.
Démonstration. Soient
(
ξ
η
)
,
(
ξ′
η′
)
et
(
ξ¯
η¯
)
,
(
ξ¯′
η¯′
)
les symboles et les u-symboles qui or-
respondent à (α, β) et (α′, β′), respetivement. Supposons que tous es symboles et
u-symboles ont même longueur.
Assoions à (α, β) et (α′, β′) deux u-symboles
(
ξ¯
η¯
)
et
(
ξ¯′
η¯′
)
de la même longueur.
Grâe aux hypothèses sur (α, β) et (α′, β′), il est lair que ξ¯ ∪ η¯ ≤ ξ¯′ ∪ η¯′. L'énoné
(1) est alors onséquene immédiate du Lemme 3.5.
Quant à l'énoné (2), remarquons d'abord qu'il n'équivaut pas à l'énoné que
l'unique lasse spéiale dans la pièe spéiale de O est inférieure à elle dans la
pièe spéiale de O′. La réiproque de la Proposition 2.2 est fausse : il est possible
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que O1 soit stritement plus grande que la lasse spéiale dans la pièe spéiale de
O.
La partie (2) déoule d'un bref alul en termes des symboles. Soient λ et λ′ les
partitions des lasses O1 et O′1, et soient λ¯ et λ¯
′
dénies d'après la disussion qui
préède le Lemme 3.5. On a λ¯ = ξ ∪ η et ξ′ ∪ η′. Il est évident, sous les hypothèses
du lemme, que ξ ≤ ξ′ et η ≤ η′, et don λ¯ ≤ λ¯′. Il est également lair que λ¯ = λ¯′
seulement si ξ = ξ′ et η = η′. 
Lemme 3.7. Soit n1 = n/2 si n est pair, et n1 = (n + 1)/2 si n est impair.
Soit n2 = n − n1. Soient (α, β) = ([1n1 ], [1n2 ]) et (α′, β′) = ([1n1+k], [1n2−k]), où
−n1 ≤ k ≤ n2. Alors les onlusions (1) et (2) du Lemme 3.6 sont vraies.
Démonstration. Nous allons vérier l'énoné (1) du lemme préédent par un alul
expliite des u-symboles appropriés. Supposons pour l'instant que k est positif, et
que le groupe W est de type B. Alors(
ξ¯
η¯′
)
=
(
0 2 · · · l l + 3 · · · 2m− 1 2m+ 1
0 2 · · · p p+ 3 · · · 2m− 1
)
,
où l = 2(m− n1 − k) et p = 2(m− n2 + k). La partition ξ¯′ ∪ η¯′ a don la forme
[02, 22, . . . , l2, l + 2, l+ 3, . . . , p− 1, p,
(p+ 2)2, (p+ 4)2, . . . , 2(m− 2) + 12, 2(m− 1) + 12, 2m+ 1].
Remarquons que p = l+2(2k+n1−n2). Il est évident, à partir de ette desription,
que la partition i-dessus atteint la valeur la plus haute possible (à l'égard de l'ordre
partiel sur les partitions) quand k = 0. Nous appliquons ensuite le Lemme 3.5 pour
obtenir le résultat requis.
Pour établir l'énoné (2), on répète le alul préédent en termes des symboles
au lieu des u-symboles. De plus, il est également faile de traiter le as où k < 0,
ainsi que eux de type C et D. 
Nous retournons maintenant à la preuve de la Proposition 3.3. Comme nous avons
déjà remarqué, la démonstration dans le as d'un groupe exeptionnel ne onsiste
qu'en des aluls expliites des représentation induites. Cependant, il n'est pas
néessaire de aluler l'induite de toute représentation de toute pseudo sous-groupe
parabolique du groupe dual. La première moitié de l'argument i-dessous, qui est
de toute façon néessaire pour les groupes lassiques, permet aussi de diminuer le
nombre de aluls expliites qu'il faut faire pour les groupes exeptionnels.
Démonstration de la Proposition 3.3. Nous ommençons par démontrer qu'il sut
de onsidérer les sous-groupes de Levi et pseudo sous-groupes de Levi maximaux
de G∗ (nous verrons au ours de ette démonstration la raison pour laquelle il ne
surait pas de onsidérer les seuls pseudo sous-groupes de Levi maximaux). Si L∗
n'est pas un tel sous-groupe maximal, soitM∗ un pseudo sous-groupe de Levi de G∗
tel que L∗ soit un sous-groupe de Levi de M∗, et soit W ′′ son groupe de Weyl. Soit
M le groupe dual de M∗. (Il est probable que M ne soit isomorphe à auun sous-
groupe de G). Supposons la proposition déjà établie pour L∗ en tant qu'un pseudo
sous-groupe de Levi du dual de M , ainsi que pour M∗ omme pseudo sous-groupe
de Levi du dual de G. Érivons la représentation induite de E1 omme somme d'un
nombre ni de représentations irrédutibles de W ′′ :
IndW
′′
W ′ E1 =
∑
miFi,
10 PRAMOD N. ACHAR ET ANNE-MARIE AUBERT
où les mi sont des entiers positifs. Soit di la ellule bilatère de W
′′
à laquelle
appartient Fi, et soit O′i la lasse unipotente spéiale de M
∗
à laquelle orrespond
di. En partiulier, supposons les étiquettes i hoisies de telle sorte que d1 soit la
ellule induite de c1. Il est important de remarquer ii que O′1 est la lasse induite
de O1, puisque L∗ est un sous-groupe de Levi de M∗. On sait que Ind
G
M∗ O
′
1 = O,
ainsi que IndWW ′′ d1 = c.
Pour tout i, nous savons que supp IndWW ′′ Fi ⊂ Ind
G
M∗ O
′
i ⊂ O, où la deuxième
inlusion est onséquene du fait que l'indution est une appliation roissante.
L'énoné (1) est ainsi établi. Les ellules c
′
auxquelles appartiennent les termes de
IndWW ′′ Fi satisfont c
′ ≤ IndWW ′′ di, mais puisque l'indution des ellules est aussi
roissante, le fait que di ≤ d1 implique que Ind
W
W ′′ di ≤ c. L'énoné (2) est don
également établi.
Dorénavant, nous supposons que L∗ est soit un sous-groupe de Levi maximal soit
un pseudo sous-groupe de Levi maximal. Si G est simple et de type exeptionnel, il
faut simplement aluler les induites de toutes les représentations irrédutibles de
tous les tels sous-groupes maximaux. Les auteurs ont eetué es aluls à l'aide
du logiiel CHEVIE [12℄. Nous ne donnons pas de détails de es aluls.
Considérons maintenant le as où G est simple et de type lassique. Les sous-
groupes de Levi et les pseudo sous-groupes de Levi maximaux de G∗ ont les formes
suivantes :
sous-groupes de Levi pseudo sous-groupes de Levi
Type B : Ak−1 × Cn−k Ck × Cn−k
Type C : Ak−1 ×Bn−k Dk ×Bn−k
Type D : Ak−1 ×Dn−k Dk ×Dn−k
Nous pouvons en fait faire une rédution supplémentaire : dans le type B, par
exemple, on peut faire l'indution d'un sous-groupe de Levi maximal en deux étapes,
d'abord de Ak−1 ×Cn−k à Ck ×Cn−k, et puis de e dernier pseudo sous-groupe de
Levi à Bn. Il sut don de traiter les sous-groupes de Levi maximaux de la forme
An−1. De plus, il est seulement néessaire de onsidérer les représentations de W
′
qui ne résultent pas de l'indution tronquée d'une représentation d'un sous-groupe
parabolique propre.
Pour le groupe de Weyl W ′ de type An−1, la seule représentation qui n'est pas
induite de ette façon est la représentation signe, laquelle orrespond à la partition
[1n]. Nous savons que la multipliité de la représentation orrespondant à (α, β)
dans IndWW ′ [1
n] est donnée par le oeient de Littlewood-Rihardson c
[1n]
αβ . Ce
dernier s'annule si (α, β) n'est pas de la forme ([1p], [1n−p]). Les deux onlusions
du Lemme 3.7, traduites dans le langage des lasses et des ellules, deviennent les
deux parties de la présente proposition.
Pour les pseudo sous-groupes de Levi maximaux, il n'est pas avantageux d'ex-
lure les représentations induites de notre disussion. Nous employons le Lemme 3.8
énoné i-dessous. Ce lemme dit préisément e qui est néessaire pour appliquer
le Lemme 3.6, lequel implique ensuite la présente proposition. 
Le même argument que elui utilisé dans la preuve de [3, Proposition 4.1℄ permet
de déduire le lemme suivant des assertions VIII.3.(2), 4.(3), 5.(1) et 5.(2) de [29℄.
Lemme 3.8. Soit L∗ un pseudo sous-groupe de Levi de G∗ de rang maximal, et
soit W ′ = W1 ×W2 son groupe de Weyl, où W1 et W2 sont des fateurs simples de
type lassique. Soient (α1, β1) et (α2, β2) deux paires de partitions paramétrant des
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représentations irrédutibles de W1 et W2 respetivement. Alors toute omposante
irrédutible qui intervient dans la représentation induite IndWW ′(α1, β1) ⊠ (α2, β2)
est paramétrée par une paire (α, β) vériant
α ≤ α1 ∨ α2 et β ≤ β1 ∨ β2.
De plus, il existe un terme dans la représentation induite pour lequel es inégalités
sont des égalités.
4. Représentations et lasses de onjugaison de A(O)
Soit N¯G (resp. N¯ ′G) l'ensemble des ouples (O, π) (resp. (O, C)) où O est une
lasse unipotente et π est une représentation irrédutible (resp. C est une lasse
de onjugaison) de A¯(O). Dans [1℄ a été introduit un ordre partiel naturel sur N¯ ′G.
Dans ette setion nous traduisons et ordre en un ordre partiel sur N¯G, dans le but
de omprendre la propriété d'être bien supportée en termes de ette ordre partiel.
En [11℄, Gek à établi une suite de propriétés des faiseaux aratères assoiés à
des représentations induites vériant une ondition partiulière à l'égard de l'ordre
partiel usuel sur l'ensemble des lasses unipotentes. La ompréhension de la relation
entre l'ordre partiel sur N¯G et la propriété d'être bien supporté devrait permettre
d'étendre es résultats de Gek au as où sa ondition n'est pas satisfaite.
Nous allons étudier les groupes A¯(O) omme groupes de Coxeter, d'après des
idées de [23℄ et de [2℄. Chaun des groupes A¯(O) est soit un produit de plusieurs
exemplaires de S2 soit l'un des groupes S3, S4, ou S5. Don de tels groupes sont
tous des groupes de Weyl de type A. Pour la disussion suivante, H désignera un
produit quelonque de groupes de Weyl de type A. Supposons hoisi un ensemble
Π de réexions simples pour H . On peut assoier à tout sous-ensemble P de Π le
sous-groupeHP de H engendré par les éléments de P . Puisque tous es groupes sont
des produits de ertains groupes symétriques, il est faile d'établir la proposition
suivante.
Proposition 4.1. Il y a une bijetion entre l'ensemble Irr(H) des représentations
irrédutibles de H et l'ensemble des sous-ensembles de Π à onjugaison près, donnée
par
π! P si π ≃ ǫ⊗ jHHP ǫ,
où j désigne l'indution tronquée et ǫ est la représentation signe.
(La raison pour laquelle nous tensorisons la représentation induite ave la représen-
tation signe est que plus tard, nous préférerons que la représentation triviale soit
la plus grande dans l'ordre partiel. Si nous ne tensorisions pas ii, la représentation
signe serait la plus grande.)
Nous dérivons ensuite une reette pour assoier une lasse de onjugaison dans
H à tout sous-ensemble P de Π : si P = {s1, . . . , sk}, notons CP la lasse de
onjugaison de l'élément s1 · · · sk ∈ H . Ce dernier élément dépend, bien sûr, sur
l'ordre dans lequel nous avons érit les éléments de P , mais grâe au fait que H est
un produit de ertains groupes symétriques, il est faile de démontrer que la lasse
CP n'en dépend pas. (On ommene par se rappeler que les lasses de onjugaison
dans Sn sont paramétrées par les partitions de n, de sorte que les parties d'une
partition donnent les longueurs des yles faisant partie d'un élément de la lasse.
Ensuite on remarque que ette partition peut être alulée d'après une liste non
ordonnée de réexions simples).
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Il est évident que si P et Q sont deux sous-ensembles de Π, alors les lasses
CP et CQ sont égales si et seulement si P et Q sont onjuguées. Don la reette
i-dessus nous donne également une façon d'assoier une lasse de onjugaison à
toute représentation.
Proposition 4.2. L'appliation π 7→ P 7→ CP est une bijetion entre Irr(H) et
l'ensemble Cl(H) des lasses de onjugaison de H.
Pourtant, ette appliation n'est pas du tout anonique : elle dépend sur le hoix
des réexions simples. Néanmoins, nous pourrons résoudre e problème en utilisant
l'ordre partiel sur N¯ ′G pour obtenir un ensemble anonique de réexions simples.
Rappelons que l'ensemble Cl(H) hérite d'un ordre partiel de N¯ ′G de sorte que la
lasse triviale soit l'unique élément minimal. Appelons une lasse C superminimale
si elle a la propriété que C > C′ implique que C′ est triviale : les lasses super-
minimales sont les lasses aussi petites que possible sans être triviales. Le hoix des
réexions simples dans [2℄ onsiste préisément en des représentants de lasses de
onjugaison superminimales.
Le résultat suivant a été obtenu de manière indépendante par Sommers [27℄.
Proposition 4.3. Il existe un ensemble Σ ⊂ A¯(O) d'involutions, unique modulo
onjugaison, tel que
(1) tout élément de Σ appartient à une lasse de onjugaison superminimale ;
(2) toute lasse de onjugaison superminimale possède au moins un représen-
tant dans Σ ;
(3) Σ onstitue un ensemble de réexions simples pour la présentation de A¯(O)
omme groupe de Coxeter.
Démonstration pour les groupes exeptionnels. Si O est une lasse unipotente dans
une groupe exeptionnel ave A(O) non trivial, on a toujours que A¯(O) ≃ Sn ave
2 ≤ n ≤ 5. Un oup d'÷il sur les tables de [1℄ montre qu'il y a toujours une unique
lasse superminimale, dans laquelle se trouvent toutes les réexions du groupe. Il
est don évident que l'on peut hoisir un ensemble de réexions simples de sorte
que les onditions i-dessus soient satisfaites. 
Avant de prouver la proposition préédente pour les groupes lassiques, nous
avons besoin d'une desription plus préise de l'ordre partiel sur Cl(A¯(O)). La
proposition suivante, qui fournit une telle desription, emploie le langage des parti-
tions marquées, qui sont des objets ombinatoires paramétrant l'ensemble N¯ ′G, ainsi
que la dénition de l'ordre partiel sur N¯ ′G en termes de la dualité généralisée de
Sommers, notée dS (voir [1℄).
Proposition 4.4. Soient
〈ν〉λ et 〈ν
′〉λ deux partitions marquées qui sont assoiées
à la même lasse unipotente. Supposons que ν et ν′ ont tous deux un nombre pair
de parties, en ajoutant un 0 à la n dans type C si néessaire. Érivons les parties
des partitions marquantes omme
ν = [a1 < b1 < · · · < ak < bk]
ν′ = [c1 < d1 < · · · < cl < dl].
Alors
〈ν〉λ ≥ 〈ν
′〉λ si et seulement si, pour tout i, 1 ≤ i ≤ l, il existe un j, 1 ≤ j ≤ k,
tel que
(1) aj ≤ ci < di ≤ bj.
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Démonstration. Si ν et ν′ vérient la ondition i-dessus, il est faile de voir que
〈ν〉λ ≥ 〈ν
′〉λ à partir des formules de [1℄, par la méthode de division en blos. En
partiulier, la ondition (1) implique qu'une division en blos de
〈ν〉λ est toujours
une division en blos de
〈ν′〉λ. La preuve se ramène, alors, au as où 〈ν〉λ est un blo
de base : 'est-à-dire, ν n'a que deux parties, qui sont respetivement la plus grande
partie marquable de λ et la plus petite partie de λ (qui est supposée marquable).
Dans e as, une omparaison direte des formules de [1, Proposition 4.12℄ et elles
pour dS montre que l'on a toujours dS(
〈ν〉λ) ≤ dS(〈ν
′〉λ), et don 〈ν〉λ ≥ 〈ν
′〉λ.
Pour l'autre impliation, remarquons que si la ondition (1) est satisfaite, toute
partie de ν′ de hauteur impaire a une hauteur généralisée impaire dans ν. D'autre
part, toute partie de ν de hauteur paire a une hauteur généralisée paire dans ν. Par
ontre, si la ondition (1) n'est pas satisfaite, alors il existe ou une partie de ν′ de
hauteur impaire dont la hauteur généralisée dans ν est paire, ou une partie de ν
de hauteur paire dont la hauteur généralisée dans ν′ est impaire. Choisissons une
telle partie. Nous pouvons maintenant répéter le alul qui est eetué au ours de
la preuve du Theorem 5.1 de [1℄, en faisant jouer le rle de a notre partie hoisie.
Ce alul montre que dS(
〈ν〉λ) 6≤ dS(〈ν
′〉λ). Nous en onluons que si (1) n'est pas
satisfaite, alors
〈ν〉λ 6≥ 〈ν
′〉λ. 
Démonstration de la Proposition 4.3 pour les groupes lassiques. Dans e as, le
groupe A¯(O) est toujours un produit de plusieurs exemplaires de S2, don tout
élément est une réexion. Puisque le groupe est abélien, toute lasse de onjugaison
ne ontient qu'un seul élément. Don il faut simplement vérier que les éléments
superminimaux onstituent un ensemble de réexions simples. Si a1 < · · · < ak
sont les parties marquables d'une partition λ, la proposition préédente implique
que les lasses superminimales sont
〈[a1,a2]〉λ, 〈[a2,a3]〉λ, . . . , 〈[ak−1,ak]〉λ (ainsi que 〈[a1]〉λ dans type C).
D'après [17℄, on sait regarder A(O) omme sous-quotient d'un S2-module libre
engendré par k générateurs. On en déduit et que les éléments nommés i-dessus
engendrent A¯(O), et que le nombre d'éléments est égal au rang de A¯(O) omme
S2-module. Par onséquent, nous avons trouvé l'ensemble Σ tel que dérit dans la
proposition. 
Les Propositions 4.2 et 4.3 ensemble nous fournissent une bijetion naturelle
N¯G ! N¯ ′G. Enn la relation promise au début de la setion est préisé dans le
théorème suivant. À partir de la Dénition 3.1, e théorème est presque trivial,
mais peut-être que son énoné aide à élairir e que signie être bien supporté.
Théorème 4.5. Les termes d'une représentation bien supportée d'un groupe de
Weyl W appartenant à la ellule bilatère la plus haute orrespondent tous à des
éléments de N¯G. De plus, parmi les termes qui sont assoiés à l'unique lasse max-
imale dans le support, il y a un unique terme maximal à l'égard de l'ordre partiel
naturel sur N¯G.
Démonstration. Le premier énoné équivaut au Lemme 3.2. Le deuxième énoné est
onséquene du fait que la représentation de Springer de l'unique lasse maximale
O0 dans le support (qui a toujours lieu dans une représentation bien supportée)
orrespond à la représentation triviale de A¯(O0), qui est toujours maximale dans
l'ordre partiel sur Cl(A¯(O0)). 
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5. Appliation aux supports unipotents des faiseaux aratères
Les faiseaux aratères surG sont ertains faiseaux perversG-équivariants dans
la atégorie dérivée des Q¯ℓ-faiseaux onstrutibles sur G, qui ont été introduits par
Lusztig dans [19℄. Nous notons Gˆ leur ensemble et rappelons brièvement quelques
résultats onernant leur lassiation.
Nous supposons que p est bon pour G, que le entre Z(G) de G est onnexe et
que G/Z(G) est simple. Soit T un tore maximal de G xé et soit W = NG(T )/T
le groupe de Weyl de G assoié. Soient G∗ le dual de Langlands de G et T ∗ ⊂ G∗
un tore maximal dual de T . Il existe une surjetion anonique de Gˆ sur l'ensemble
des W -orbites sur T ∗, [19, Corollaire 11.4℄. Soient s ∈ T ∗ et (s) son orbite sous
W . Nous notons Gˆs l'ensemble des faiseaux aratères qui appartiennent à la bre
au-dessus de (s) de la surjetion itée. SoitWs le groupe de Weyl relativement à T
∗
du entralisateur G∗s = CG∗(s) de s (e dernier groupe est onnexe, puisque Z(G)
l'est).
Rappelons maintenant que la orrespondane de Springer généralisée, due à
Lusztig, est une appliation qui étend la orrespondane de Springer d'origine en
une bijetion
ν :
⊔
Irr(WGL )
∼
→NG,
l'union étant prise sur les lasses de G-onjugaison de ouples (L, ι0), où L est
un sous-groupe de Levi de G et ι0 un élément uspidal de NL, et où WGL =
NG(L)/L (voir [17℄ et [21, 4.4℄). En partiulier, ette appliation attahe à tout
ouple (O, π) ∈ NG un ertain sous-groupe de Levi L.
Soit O une lasse unipotente dans G et soit E un système loal irrédutible G-
équivariant sur O. Nous identions le ouple (O, E) ave le ouple orrespondant
ι = (O, π) ∈ NG et notons IC(O¯, π) le omplexe de ohomologie d'intersetion sur
l'adhérene de Zariski de O assoié. Nous posons dι = dimO + dimZ(L), où L est
le sous-groupe de Levi attahé à ι par la orrespondane de Springer généralisée.
D'après [18, (2.6)(e)℄ et [17, 6.5℄, la restrition d'un faiseau aratère A ∈ Gˆ à la
variété unipotente Guni de G s'érit :
(2) A|Guni =
∑
ι∈NG
mA,ιAι, où Aι = IC(O¯, π)[dι],
et où les mA,ι sont ertains entiers naturels. Si la restrition de A à Guni est non
nulle, alors il existe au moins un ι tel que mA,ι 6= 0. Nous allons dérire es entiers
mA,ι : 'est l'objet de la Proposition 5.1.
Soit A un faiseau aratère sur G dont la restrition à Guni est non nulle. Il peut
être obtenu omme fateur diret d'un induit parabolique indGL (A0) d'un faiseau
aratère uspidal A0 sur un sous-groupe de Levi L d'un sous-groupe parabolique
de G, tel que la restrition de A0 à Luni est non nulle (ii ind
G
L désigne l'indu-
tion des faiseaux aratères dénie en [19, 4℄). Il existe un élément semi-simple
s ∈ T ∗ tel que A0 ∈ Lˆs et les faiseaux aratères intervenant dans ind
G
L (A0)
sont paramétrés par les lasses d'isomorphisme de représentations irrédutibles du
pseudo sous-groupe parabolique WL,s = NG∗s (L
∗)/L∗s du dual du groupe de Cox-
eter ni WGL . Nous notons A
s
E1
le faiseau aratère déni par la représentation
E1 ∈ Irr(WL,s).
Lorsque G est un groupe exeptionnel, L est soit un tore soit le groupe G lui-
même, et WGL est don soit W soit le groupe trivial. Soit GL le groupe de même
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type que G de groupe de Weyl WGL et N
ord
GL
l'image de Irr(WGL ) dans NGL par la
orrespondane de Springer (non généralisée) pour le groupe GL. À tout u-symbole
est attahé un entier relatif d, appelé le défaut du u-symbole. Dans le as des groupes
lassiques, il résulte de la lassiation des faiseaux aratères uspidaux que WGL
est de la forme suivante et l'ensemble N ordGL est en bijetion à la fois ave Irr(W
G
L )
et ave le sous-ensemble de l'ensemble des u-symboles paramétrant NG formé des
u-symboles de défaut d, où d est déni omme suit.
WGL Défaut
Type B : Bn−2t2−2t d = 1 + 2t
Type C : Cn−(8t2±2t) d = 1± 4t
Type D :
{
Dn
Bn−8t2
si L = T
sinon
d = 0
d = 4t
,
où t est un ertain entier positif (nul si et seulement si L = T ).
Soit γ : N ordGL → NG le omposé
N ordGL
≃
←−WGL
ν
−→ NG
qui est égal à l'inlusion anonique N ordG →֒ NG, lorsque L est égal à T . Lusztig
a donné des formules pour γ en termes des u-symboles lorsque G est un groupe
lassique et L 6= T [17, 12.2 et 13.2℄, mais sa desription n'est pas orrete dans
le as où G est de type C et l'image de NGL onsiste en des u-symboles de défaut
négatif. Shoji a expliqué la orretion dans [25, Remark 5.8℄ : dans e as-là, il
faut employer une ertaine bijetion entre Irr(WGL ) et les u-symboles de défaut 1
diérente que elle dérite à la Setion 3. (Caveat letor : la formule (5.4.2) de
[25℄, qui aurait dû être égale à elle de Lusztig selon le Remark 5.8, ne l'est pas.
Nous remerions F. Lübek pour nous avoir indiqué la orretion : au as de défaut
positif, il faut remplaer l'expression B+(2d−1) par B+(2d−2)). Cependant,
pour nos propres aluls à venir, il sera plus ommode de onserver ette dernière
bijetion, et faire plutt la modiation au niveau des u-symboles. Les formules
suivantes pour γ
(
ξ¯L
η¯L
)
, dans e dernier adre, se déduisent immédiatement de elles
de Shoji. Nous avons érit ξ¯L = [a1 < · · · < am (ou am+1)] et η¯L = [b1 < · · · < bm].
(3)
Type B :
(
0 2 ··· 4t−2 a1+4t ··· am+1+4t
b1 ··· bm
)
Type C :

(
0 2 ··· 8t−2 a1+8t ··· am+1+8t
b1 ··· bm
)
si d ≥ 1(
b1 ··· bm
1 3 ··· 8t−5 a1+8t−3 ··· am+1+8t−3
)
si d ≤ −1
Type D :
(
0 2 ··· 8t−4 a1+8t−2 ··· am+1+8t−2
b1 ··· bm
)
Soient Lad et Lder respetivement le groupe adjoint et le sous-groupe dérivé de
L et soit pr : L → Lad la projetion anonique. D'après [19, (17.10)℄, il existe un
faiseau aratère uspidal A¯0 sur Lad tel que A0 = pr
∗(A¯0) ⊗ L, où L est un
système loal de Kummer sur L, qui est l'image réiproque d'un système loal sur
L/Lder sous l'appliation anonique L → L/Lder. Soit L∗der →֒ L
∗
le plongement
orrespondant entre les groupes duaux. Si A¯0 appartient à (L̂ad)s¯, ave s¯ ∈ T ∗∩L∗der,
et L orrespond à l'élément entral z de L∗, alors A0 ∈ Lˆs, où s = s¯z. Remarquons
que L∗s = L
∗
s¯.
Les faiseaux aratères sur G qui interviennent dans indGL(pr
∗(A¯0)) sont eux
paramétrés par les lasses d'isomorphisme de représentations irrédutibles du groupe
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WGL = NG∗(L
∗)/L∗ ≃ WL,s¯. Nous noterons As¯E′ le faiseau aratère déni par
E′ ∈ Irr(WGL ). La restrition de A
s¯
E′ à Guni est à support sur O et égale à Aι sur
sur O, si ι = (O, π) = ν(E′). Les faiseaux aratères A0 et pr∗(A¯0) ont même
restrition à Luni et l'on a
(4) AsE1 =
⊕
E′
(E′ : Ind
WGL
WL,s
(E1))A
s¯
E′ =
⊕
E′
(E′ : Ind
WGL
WL,s
(E1))Aν(E′) sur Guni,
où E′ parourt les représentations irrédutibles de WGL , à isomorphisme près, et
(E′ : Ind
WGL
WL,s
(E1)) désigne la multipliité de E
′
dans la représentation induite
E = IndWLWL,s(E1), [19, (2.6)℄.
La proposition suivante se déduit immédiatement de (2) et (4).
Proposition 5.1. Soit A = AsE1 un faiseau aratère sur G, ave E1 ∈ Irr(WL,s).
Alors
mA,ι =
{
(E′ : Ind
WGL
WL,s
(E1)) si ι = ν(E
′), ave E′ ∈ Irr(WGL ),
0 si ι /∈ ν(Irr(WGL )).
Théorème 5.2. Soit A un faiseau aratère non identiquement nul sur la variété
unipotente. Il existe alors une lasse unipotente OA sur laquelle la restrition de A
n'est pas nulle et dont l'adhérene de Zariski ontient toute lasse unipotente sur
laquelle ette restrition n'est pas nulle.
Démonstration. La relation (4) permet d'assoier à A un ertain sous-ensemble
P ⊂ N ordGL , qui ontient les éléments orrespondant à des représentations E
′
de WGL
telles que (E′ : Ind
WGL
WL,s
(E1)) 6= 0. Dans le as où L = T , la proposition 3.3 dit
que tous les éléments de e sous-ensemble sont assoiés à des lasses unipotentes
ontenues dans l'adhérene de Zariski de O, et don le théorème est démontré. Si
L 6= T , nous voudrions que l'image γ(P ) ⊂ NG ait ette dernière propriété. Nous
traiterons les as de G lassique et de G exeptionnel séparément.
Pour G exeptionnel, la seule possibilité est que L = G, omme nous avons déjà
remarqué. Dans e as l'ensemble N ordGL ne ontient qu'un seul élément, et don il
est évident que γ(P ) a la propriété herhée.
Pour G lassique, nous pouvons appliquer le Lemme 3.8. La onlusion de e
lemme-là, traduite dans le langage des u-symboles, dit qu'il existe un unique élément
de P dont le u-symbole
(
ξ¯0
η¯0
)
a la propriété que
(5) ξ¯ ≤ ξ¯0 et η¯ ≤ η¯0
pour tout autre u-symbole
(
ξ¯
η¯
)
qui est membre de P . La desription i-dessus de
γ montre que γ onserve la relation (5), et don il est possible d'appliquer le
Lemme 3.5 aux éléments de γ(P ). Le théorème en déoule. 
Dénition 5.3. La lasse OA est appelée le support unipotent de A.
Lusztig a déni une surjetion anonique de Gˆs sur l'ensemble des ellules bi-
latères de Ws en [19, Corollary 16.7℄. Si c est une ellule bilatère donnée de Ws,
nous notons Gˆs,c l'ensemble des faiseaux-aratères dans la bre au-dessus de c
de ette surjetion. Nous obtenons ainsi une partition de Gˆs :
Gˆs =
⊔
c
Gˆs,c,
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où c parourt les ellules bilatères de Ws. Nous assoions une lasse unipotente
Os,c à l'ensemble Gˆs,c de la manière suivante : soit E1 la représentation spéiale
de Ws, d'après le Théorème 3.4, la représentation induite E = Ind
W
Ws
(E1) est bien
supportée et Os,c est dénie omme étant l'unique lasse maximale dans le support
de E. La preuve du Théorème 3.4 montre que la lasse Os,c est la lasse induite de
la lasse assoiée à E1 par la orrespondane de Springer, il s'ensuit que Os,c est
égale à la lasse unipotente attahé à Gˆs,c par Lusztig en [16, (13.3)℄ ou [21, 10.5℄.
Proposition 5.4. Soit A un faiseau aratère appartenant à Gˆs,c. Alors la lasse
OA est ontenue dans l'adhérene de Zariski de Os,c.
Remarque 5.5. Il est possible de montrer que dimOA ≤ dimOs,c sans faire
les longs aluls qui suivent. En eet ette inégalité résulte immédiatement du
Théorème 5.2, ombiné ave [3, Theorem 1.1.(a)℄.
Démonstration. Lorsque L = T , les lasses OA et Os,c sont égales. Nous supposons
désormais L diérent de T . La table i-dessous résume alors les possibilités pourWLT
etWLT,s. De plus, haque groupeW
L
T,s ontient une unique ellule bilatère uspidale,
qui sera notée c0. La dernière olonne de la table donne l'unique représentation
spéiale Ec0 dans c0 [16, 8.1℄, paramétrée par des paires de partition. (Ii αt
désigne la partition [1 < 2 < · · · < t] de t(t+ 1)/2).
WLT W
L
T,s Ec0
Type B : B2t2+2t Ct2+t × Ct2+t (αt, αt)⊠ (αt, αt)
Type C :
{
C8t2+2t
C8t2−2t
D4t2 ×B4t2+2t
D4t2 ×B4t2−2t
(α2t, α2t−1)⊠ (α2t, α2t)
(α2t, α2t−1)⊠ (α2t−1, α2t−1)
si d ≥ 1
si d ≤ −1
Type D : D8t2 D4t2 ×D4t2 (α2t, α2t−1)⊠ (α2t, α2t−1)
Soit (O0, π0) l'image par γ de la représentation triviale de WGL . La preuve de la
proposition proède en deux étapes : nous établissons d'abord que O0 = Os,c, et
puis nous démontrons que pour tout A, la lasse OA est ontenue dans l'adhérene
de Zariski de O0.
Quel que soit le type de WGL , sa représentation triviale est paramétrée par le
ouple ([k],∅), où k est son rang, et don le u-symbole orrespondant est
(
k
∅
)
.
D'après (3), l'image par γ de e u-symbole, i.e., le u-symbole de la paire (O0, π0),
est don
(6)
Type B :
(
0 2 ··· 4t−2 (n−2t2−2t)+4t
∅
)
Type C :

(
0 2 ··· 8t−2 (n−8t2−2t)+8t
∅
)
si d ≥ 1(
∅
1 3 ··· 8t−5 (n−8t2+2t)+8t−3
)
si d ≤ −1
Type D :
(
0 2 ··· 8t−4 (n−8t2)+8t−2
∅
)
Ensuite nous alulons le u-symbole de la paire (Os,c, 1). Si auun fateur de type
D n'a lieu dansWLT,s, alors il faut simplement appliquer le Lemme 3.8 : la représen-
tation qu'il fournit, paramétrée par les partitions jointes des partitions d'origine,
est bien elle obtenue par indution tronquée. D'autre part, la seule représentation
qu'il faut traiter dans le as où il y a un fateur de type D est (α2t, α2t−1). Les
égalités suivantes déoulent de la desription des groupes de Weyl de type D et les
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formules pour la a-valeur en [15℄ :
Ind
B
4t2
D
4t2
(α2t, α2t−1) = (α2t, α2t−1)⊕ (α2t−1, α2t)
j
B
4t2
D
4t2
(α2t, α2t−1) = (α2t, α2t−1)
Grâe à la transitivité de l'indution tronquée, e fait permet de nir le alul en
utilisant le Lemme 3.8. La table suivante donne les résultats de es aluls. (Ii 2αt
désigne la partition jointe αt ∨ αt, et k est toujours le rang de WGL ).
j
WLT
WL
T,s
Ec0 j
W
WL
T,s
Ec0
Type B : (2αt, 2αt) (2αt ∨ [k], 2αt)
Type C :
{
(2α2t, α2t ∨ α2t−1)
(α2t ∨ α2t−1, 2α2t−1)
(2α2t ∨ [k], α2t ∨ α2t−1)
(α2t ∨ α2t−1 ∨ [k], 2α2t−1)
si d ≥ 1
si d ≤ −1
Type D : (2α2t, 2α2t−1) (2α2t ∨ [k], 2α2t−1)
Les u-symboles orrespondants sont alors :
(7)
Type B :
(
0 4 ··· 4t−4 (n−2t2+2t)+4t
2 6 ··· 4t−2
)
Type C :

(
0 4 ··· 8t−4 (n−8t2−2t)+8t
2 6 ··· 8t−2
)
si d ≥ 1(
1 5 ··· 8t−7 (n−2t2+2t)+8t−3
3 7 ··· 8t−5
)
si d ≤ −1
Type D :
(
2 6 ··· 8t−6 (n−8t2)+(8t−2)
0 4 ··· 8t−8 8t−4
)
Il est évident que tout u-symbole qui parait dans (6) appartient à même lasse
de similitude que le u-symbole orrespondant dans (7). Nous en onluons que
O0 = Os,c.
La restrition d'un faiseau aratère A intervenant dans indGL A0 à une lasse
unipotente O est non nulle s'il existe une paire (O, π) qui fait partie de l'image par
γ de l'ensemble P ⊂ N ordGL assoié à A omme dans la preuve du Théorème 5.2.
Nous allons montrer ii que si (O, π) est l'image d'un élément quelonque de N ordGL ,
alors O ⊂ O0. Cela aura pour onséquene que OA est ontenue dans l'adhérene
de Zariski de Os,c.
Soit
(
ξ¯L
η¯L
)
le u-symbole d'un élément de N ordGL dont l'image par γ est (O, π).
Le u-symbole de (O, π), qui sera notée
(
ξ¯
η¯
)
, et donné dans (3). Pour failiter la
omparaison de O et O0, augmentons les longueurs des u-symboles de (6) jusqu'à
e qu'elles soient égales à elles de (3) :
Type B :
(
0 2 ··· 4t−2+2m (n−2t2−2t)+4t+2m
0 2 ··· 2m−2
)
Type C :

(
0 2 ··· 8t−2+2m (n−8t2−2t)+8t+2m
1 3 ··· 2m−1
)
si d ≥ 1(
0 2 ··· 2m−2
1 3 ··· 8t−5+2m (n−8t2+2t)+8t−3+2m
)
si d ≥ 1
Type D :
(
0 2 ··· 8t−4+2m (n−8t2)+8t−2+2m
0 2 ··· 2m−2
)
Notons
(
ξ¯0
η¯0
)
e dernier u-symbole. La dénition des u-symboles impose que le i-ème
entier dans haque ligne d'un u-symbole soit au minimum 2(i − 1) (2i − 1 pour
la deuxième ligne d'un u-symbole de type C). Autrement dit, nous avons érit les
deux d'une telle façon que tout entier dans
(
ξ¯
η¯
)
, à l'exeption éventuelle du plus
grand entier sur la première ligne, soit plus grand que l'entier orrespondant dans
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ξ¯0
η¯0
)
. Soient µ = ξ¯ ∪ η¯ et µ0 = ξ¯0 ∪ η¯0. L'observation préédente, traduite dans le
langage de partitions, dit qu'il existe une orrespondane entre les parties de µ et
elles de µ0 telle que toute partie de µ0, sauf peut-être la plus grande, est plus petite
que la partie orrespondante de µ. Cela implique que la somme des i parties les
plus petites de µ est plus grande que la somme orrespondante de ertaines parties
de µ0, laquelle est ensuite plus grande que la somme des i parties les plus petites
de µ0. Puisque la somme de toutes les parties de µ est égale à elle de µ0, nous
pouvons inverser ette inégalité pour onlure que σi(µ0) ≥ σi(µ) ; i.e., µ0 ≥ µ. Le
Lemme 3.5 implique alors que O ⊂ O0. 
Pour tout A ∈ Gˆs,c, nous posons
(8) NG(A) = {(O, π) = ι ∈ NG : O = Os,c et mA,ι 6= 0} .
Cet ensemble apparaît déjà dans [11, Theorem 4.5℄.
Corollaire 5.6. Soit A ∈ Gˆs,c. L'ensemble NG(A) est non vide si et seulement si
OA est égale à Os,c.
Démonstration. Le fait que NG(A) soit non vide est équivalent au fait que la re-
strition de A à Os,c soit non nulle. Le Théorème 5.2 montre alors que la lasse
Os,c est ontenue dans l'adhérene de Zariski de OA. La Proposition 5.4 implique
alors que les lasses Os,c et O sont égales. 
Remarque 5.7. Comme le montre l'exemple suivant, le support unipotent d'un
faiseau aratère A ∈ Gˆs,c, non identiquement nul sur la variété unipotente, peut
être diérent de Os,c. Soit G un groupe de type F4, et soit s ∈ G∗ un élément semi-
simple tel que G∗s soit de type C3×A1. Soit E1 la représentation deWs paramétrée
par ([1 < 2],∅) ⊠ [2]. Cette représentation n'est pas spéiale. La représentation
spéiale dans sa ellule bilatère est la représentation ([2], [1])⊠ [2], dont l'indution
tronquée est la représentation de Springer de la lasse spéiale F4(a1). Nous avons
don identié la lasse Os,c. Pourtant, l'image par la orrespondane de Springer
des omposantes de la représentation induite E de E1 onsiste en les quatre paires
suivantes :
(F4(a2), 1), (F4(a2), ǫ), (B2, 1), et (B2, ǫ).
(Ii ǫ désigne l'unique représentation non triviale de A(O)). En partiulier, la lasse
Os,c = F4(a1) ne fait pas partie du support de E. Le faiseau aratère AsE1 est
don de restrition nulle sur Os,c.
Remarquons de plus que la lasse F4(a2) est spéiale, mais que la représentation
de W qui orrespond au système loal non trivial appartient à la ellule bilatère
qui orrespond à la lasse spéiale F4(a1), 'est-à-dire, à une ellule plus haute que
elle à laquelle appartient la représentation de Springer de l'unique lasse maximale.
Don la représentation induite de E1 n'est pas bien supportée.
Remarque 5.8. Soit A le faiseau aratère intervenant dans indGL A0 qui orre-
spond à la représentation triviale de WGL,s. Les aluls eetués i-dessus montrent
que O0 est l'unique plus grande lasse sur laquelle la restrition de A n'est pas
nulle. Ce faiseau aratère est alors un élément de Gˆs,c dont le support unipotent
est Os,c. En partiulier, ei montre (en l'appliquant à L = G, où le groupe WGL,s
est alors réduit à {1}) que le support unipotent d'un faiseau aratère uspidal
appartenant à Gˆs,c est égal à Os,c.
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6. Appliation aux supports unipotents des aratères
6.1. Caratères et aratères fantmes. Nous supposons T rationnel et on-
tenu dans un sous-groupe de Borel rationnel B. Le groupe dual G∗ hérite d'une
struture Fq-rationnelle et nous notons enore F l'endomorphisme de Frobenius as-
soié à elle-i. Nous pouvons supposer que les groupes B∗ et T ∗ sont F -stables, [8℄.
Nous supposons que F (s) = s. Lusztig a assoié à toute famille F de Ws un groupe
ni GF , et dérit une injetion, notée E 7→ xE , de la famille F dans l'ensemble ni
M(GF ) des lasses de GF -onjugaison de paires (x, ρ), où x est un élément de GF
et ρ est une représentation irrédutible sur Q¯ℓ (dénie à isomorphisme près) du
entralisateur de x dans GF . Chaque famille F ontient don une unique représen-
tation spéiale : elle-i orrespond à l'élément (1, 1) de M(GF). L'ensemble Gˆs,c
est en bijetion ave M(GF ), où F est la famille des représentations irrédutibles
de Ws orrespondant à la ellule c. Remarquons que GF = A¯(O) où O est la lasse
spéiale qui orrespond à la famille F .
D'autre part, Lusztig a déni un aouplement sur M(GF ) par la formule [16,
(4.14.3)℄ :
{(x, ρ), (y, τ)} =
∑
g∈GF
x·gyg−1=gyg−1·x
Tr(gxg−1, τ) · Tr(gyg−1, ρ)
|CGF (x)| · |CGF (y)|
.
Nous notons X(Ws) l'union disjointe, sur toutes les familles F , des ensembles
M(GF ) et nous étendons { , } à X(Ws) en posant {x, x
′} = 0 si x et x′ sont
dans des familles distintes.
Il existe une partition de l'ensemble des aratères irrédutibles de GF en sous-
ensembles E(GF )s, appelés séries de Lusztig, paramétrés par les lasses de onju-
gaison semi-simples F -stables dans G∗. Pour simplier l'exposition, nous supposons
dans ette sous-setion que le groupe G a un entre onnexe et est déployé sur Fq.
L'ensemble E(GF )s est alors en bijetion ave X(Ws). Nous notons ρx le aratère
de GF paramétré par l'élément x de X(Ws). Nous dénissons formellement une
fontion entrale Rx, appelée aratère fantme [16, (4.24.1) et p. 347℄, par
Rx =
∑
y∈X(Ws)
{x, y}∆(y) ρy,
où ∆: M(GF ) → {±1} est la fontion dénie en [16, (4.14)℄ (la fontion ∆ ne
prend la valeur −1 que dans quelques as où Ws est de type E7 ou E8). La matrie
({x, y}) est unitaire et les Rx, pour x ∈ X(Ws), forment une base orthonormale du
sous-espae de l'espae des fontions entrales sur GF engendré par les aratères
appartenant à Es.
Soit c une ellule bilatère dans Ws. La paire (s, c) dénit un sous-ensemble
E(GF )s,c de E(GF )s, [16, (8.4.4) et (6.17)℄. De plus, puisque F agit trivialement
sur Ws, il existe, d'après [16, Main Theorem 4.23℄, aussi une bijetion de E(GF )s,c
sur M(GF ), où F est la famille de Ws orrespondant à c.
Un faiseau pervers A sur G est dit F -stable si F ∗A et A sont isomorphes. On
assoie à tout ouple (A,ϕ), formé d'un faiseau pervers F -stable G-équivariant
A sur G et d'un isomorphisme ϕ : F ∗A
∼
→A, une fontion entrale χA,ϕ sur G
F
(à
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valeur dans Q¯ℓ), appelée la fontion aratéristique de A assoiée à ϕ, dénie par
χA,ϕ(g) :=
∑
i
(−1)i Tr(ϕ,Hig(A)), g ∈ G
F
,
où Hig(A) désigne la bre en g du i-ème faiseau de ohomologie H
i(A) de A et où
l'on note enore ϕ l'appliation linéaire que ϕ induit sur Hi(A). Pour les faiseaux
aratères de restrition non nulle à la variété unipotente il existe un hoix anon-
ique pour ϕ, indiqué en [18, (3.2)℄. Nous noterons χA la fontion aratéristique
orrespondante à e hoix.
Le lien entre les aratères fantmes de GF et les fontions aratéristiques de
faiseaux aratères F -stables sur G est fourni par une onjeture de Lusztig. La
forme i-dessous de ette onjeture a été prouvée par Shoji dans [24℄ : pour tout
x ∈ X(Ws), on a Rx = ζAxχAx , où Ax ∈ Gˆs,c est paramétré par x et ζAx est le
nombre algébrique de module un assoié à Ax par [19, Theorem 13.10.(b)℄.
Il en résulte, en partiulier, que tout aratère irrédutible ρ de GF qui appar-
tient à E(GF )s,c est ombinaison linéaire de fontions aratéristiques χA,ϕ, pour
des faiseaux aratères A ∈ Gˆs,c. Le théorème suivant est alors une onséquene
évidente de la Proposition 5.4.
Théorème 6.1. Soit ρ un aratère irrédutible de GF appartenant à E(GF )s,c.
Toute lasse unipotente rationnelle sur laquelle la restrition de ρ est non iden-
tiquement nulle est ontenue dans l'adhérene de Zariski de Os,c.
Nous allons voir i-dessous que la restrition de ρ à la lasse Os,c est non iden-
tiquement nulle. Nous dénissons la valeur moyenne vm(f,O) et la valeur moyenne
pondérée vmp(f,O), sur les points Fq-rationnels d'une lasse unipotente F -stable
O, d'une fontion entrale f sur le groupe de Chevalley ni G(Fq), de la manière
suivante : notons u1,u2, . . ., ur des représentants dans O(Fq) des lasses de G(Fq)-
onjugaison ontenues dans O(Fq), alors
vm(f,O) :=
r∑
i=1
[GF : CG(ui)
F ] f(ui) =
∑
u∈O(Fq)
f(u),
vmp(f,O) :=
r∑
i=1
[A(ui) : A(ui)
F ] f(ui),
où A(ui)
F
désigne le groupe des points de A(ui) xés par F . Remarquons que
l'ordre de A(ui) ne dépend pas de i.
Lusztig a onjeturé dans [14℄, puis démontré dans [21℄, qu'étant donné un ar-
atère irrédutible ρ de G(Fq), il existe une unique lasse unipotente OLρ de G telle
que vm(ρ,OLρ ) 6= 0 et qui soit de dimension maximale pour ette propriété (sous
l'hypothèse que la aratéristique p de Fq est susamment grande). En utilisant
[21℄, Gek et Malle ont montré dans [13℄ qu'il existe une unique lasse unipotente
OGMρ de G telle que vmp(ρ,O
GM
ρ ) 6= 0 et qui soit de dimension maximale pour ette
propriété (sans restrition sur p). Les lasses OLρ et O
GM
ρ étant égales, d'après [10,
Theorem 1.4℄, nous les noterons désormais simplement Oρ.
D'après [13, Theorem 3.7℄, si le aratère ρ appartient à E(GF )s,c, la lasse Oρ
est égale à la lasse Os,c. La dénition de vm(ρ,O) montre d'autre part que si la
restrition de la valeur moyenne d'un aratère à une lasse unipotente est non
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nulle, alors la restrition du aratère lui-même à ette lasse est aussi non nulle.
Par onséquent, la restrition de ρ à la lasse Os,c est non nulle.
Remarque 6.2. En mauvaise aratéristique, il peut arriver que le support unipo-
tent de ρ (au sens de l'introdution) soit diérent de Oρ. Par exemple, dans le as
où G est un groupe simple de type G2, où p est égal à 3 et où O est la lasse
des éléments unipotents réguliers, il existe des aratères unipotents de GF dont la
restrition à OF est non identiquement nulle alors que leur valeur moyenne sur OF
est nulle (voir [9℄).
6.2. Supports de valeurs moyennes de aratères. Dans ette sous-setion,
nous n'imposons pas de ondition sur p (i.e., le as p mauvais est permis). Pour tout
élément w deW , nous notons Tw le tore maximal rationnel obtenu à partir de T par
torsion par l'élément w. Pour tout E1 ∈ Irr(Ws), nous dénissons la ombinaison
linéaire rationnelle suivante de aratères de Deligne-Lusztig de Gs :
(9) Rs(E1) = |Ws|
−1
∑
w∈Ws
Tr(w,E1)R
Gs
Tw
(1).
La fontion entrale Rs(E1) sur G
F
ainsi dénie est elle de [16, (3.7.1)℄ et oïnide
ave le aratère fantme RxE1 .
Le résultat suivant est prouvé dans [13, Proposition 4.3℄ pour les aratères
unipotents. Nous l'étendons ii à tous les aratères irrédutibles.
Théorème 6.3. Soit ρ un aratère irrédutible du groupe G(Fq) des points Fq-
rationnels d'un groupe rédutif onnexe G. Toute lasse unipotente rationnelle O
telle que vmp(ρ,O) 6= 0 (resp. vm(ρ,O) 6= 0) est ontenue dans l'adhérene de
Zariski de Oρ.
Démonstration. Nous notons V (ρ,O) soit vmp(ρ,O) soit vm(ρ,O). Nous om-
mençons par nous ramener au as où le entre du groupe G est onnexe. Pour
ela, nous xons un plongement régulier (voir [16, hap. 14℄ ou [20℄) de G dans
un groupe G0 à entre onnexe de même groupe dérivé que G et un aratère ir-
rédutible ρ0 de G0(Fq) tel que ρ intervienne dans la restrition de ρ0 à G(Fq).
Notons mρ (≥ 1) le nombre de aratères irrédutibles de G(Fq) qui apparaissent
dans la restrition de ρ0 à G0(Fq) (e nombre est indépendant du hoix de ρ0). On
a alors (voir [13, preuve du Theorem 3.7℄)
|AG0(O)|V (O, ρ0) = mρ|AG(O)|V (O, ρ).
Il sut don de prouver le théorème pour G0. Nous supposons désormais que le
entre de G est onnexe.
Il existe un élément semi-simple s du dual de Langlands de G et une représen-
tation E1 du groupe de Weyl Ws de CG∗(s) tel que le produit salaire de ρ et
du aratère fantme Rs(E1) (déni en 9) soit non nul. D'autre part, toutes les
représentations irrédutibles E′ de Ws, dont les aratères fantmes Rs(E
′) asso-
iés ont produit salaire non nul ave ρ appartiennent à une même ellule bilatère
c1 de Ws. La projetion uniforme ρunif de ρ (i.e., la projetion sur l'espae des
ombinaisons linéaires de aratères de Deligne-Lusztig) est ombinaison linéaire
de aratères fantmes Rs(E
′) tels que E′ appartienne à c1 :
ρunif =
∑
E′∈c1
c(ρ,E′)Rs(E
′).
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La valeur moyenne pondérée V (O, ρ) étant, d'après [10, Proposition 1.3℄, égale
au produit salaire de ρ par une fontion uniforme (i.e., ombinaison linéaire de
aratères de Deligne-Lusztig), on a V (O, ρ) = V (O, ρunif). Par onséquent,
V (O, ρ) =
∑
E′∈c1
c(ρ,E′)V (O, Rs(E
′)).
Soit c la ellule bilatère de W induite de c1. En utilisant la Proposition 3.3,
nous voyons que V (O, ρ) est ombinaison linéaire de valeurs moyennes pondérées
V (O, Rs(E)), où E appartient à une ellule bilatère c′ telle que c′ ≤ c et il sut
alors de raisonner omme dans la démonstration de [13, Proposition 4.3℄. 
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